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Analisis Complejo: 3.1 Funciones Armodnicas
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© Entender el concepto de funcién armdnica y conocer ejemplos.

© Entender el problema de Dirichlet. Resolver el problema de
Dirichlet en el disco unidad: conocer el nicleo de Poisson y la
representacion de funciones armdnicas via el nicleo de
Poisson.

© Caracterizar las funciones arménicas como las que son
localmente la parte real de una funcién holomorfa (o via la
propiedad de la media).

© Caracterizar los abiertos simplemente conexos utilizando
propiedades de las funciones armodnicas.

Si Q C C es un abierto, denotamos por C?(2) el espacio de las

funciones reales de clase C% en Qy A\ : C3(Q) — C(Q) definido
para u € C%(Q) por

B 22y d%u

=32 + 3,2 = Di1u+ Dy

JANT

FINAL

Definicion
Una funcién uv: Q — R de clase €2, definida en el abierto Q C C,
se dice que es arménica cuando Au(x,y) =0 para todo (x,y) € Q.

@ Denotamos por A(£2) el conjunto de las funciones armdnicas
en € es facil comprobar que A(2) es un espacio vectorial.

@ Las funciones armonicas de dos variables reales aparecen
frecuentemente en la Fisica.
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Proposicién

Si la funcién f = u+ iv es holomorfa en 2 entonces u =Ref y
v = Imf son funciones armonicas en 2.
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Definicién

Dada una funcién arménica u € A(2), si existe otra funcidn
arménica v € A(Q) tal que f = u+ iv es holomorfa en Q se dice
que v es una funcion armonica conjugada de u en 2.

Proposicién

Si 2 C C es un abierto conexo y vi,vo € A(Q2) son funciones
armonicas conjugadas de u € A({2) entonces v; — v es constante.
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Ejemplos

@ Las funciones arménicas mas sencillas son las funciones de la forma
ulx,y)=ax+by+c, con a,b,c e .

@ Las funciones de la forma u(re®) = r"cosnf son arménicas C.

Q Sil/lim sup\”/(an +bp) = R >0, entonces |la serie trigonométrica

a0+ Y_ (ancosnB + bysinnd)p”, ]

n=1
define una funcién arménica en D(0, R).

QO La funcién log|z| es arménica en el abierto 2= C) {0} pero no posee
funcién armdnica conjugada en este abierto.
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Para estudiar la existencia de funcion arménica conjugada de una funcién
arménica u € A(Q) utilizaremos la forma diferencial

d*u=—uydx+ uxdy

llamada diferencial conjugada de wu.
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Proposicion
Para una funcién arménica u € A(£2) se cumple:

1) du= %(ux—fu ) es holomorfa en Q.

y
ii) La forma diferencial d*u = —u,dx + uydy es cerrada en €.
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Proposicién FINAL/

Para una funcién arménica u € A(f2) son equivalentes:

i) La forma diferencial d*uv = —u,dx + u,dy es exacta en Q.

ii) En Q existe una funcién arménica conjugada de u e.d. existe
v € A(S2) tal que f = u+iv es holomorfa en 2.

Cuando se cumplen estas condiciones, cada primitiva v de d"u es
una funciéon armdnica conjugada de u en €2,
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En ?Qr‘: { cu\ﬂr 'kcweroS:

Corolario

Toda funcién arménica en un disco u € A(D(zp,r)), posee funcién
armonica conjugada, dada explicitamente mediante la férmula

v X
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Corolario

Sea () C T abierto y u: 1 — . Entonces, u es armonica si y solo si u es
localmente la parte real de una funcién holomorfa. [
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Corolario
Las funciones arménicas son de clase C™.
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Corolario

La composicion de una funcién holomorfa con una funcién arménica es una
funcién arménica: si Q1,8 C C son abiertos, f € 5#(Q1) con f(21) Ty
g € A(f22) entonces gof € A((1).
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Teorema
Para un abierto conexo € C C, son equivalentes: FINAL
N

a) € es simplemente conexo.

b) Toda funcién arménica u € A(£2) posee funcién arménica
conjugada, i.e., existe f € #°(2) tal que u =Ref.
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A tener en cuenta. ..

Obsérvese que si u € A(f2), para cada disco D(a, R) C Q se tiene que u|p(; g)
es la parte real de una funcién holomorfa en D(a,R).

Proposicion

Las funciones armonicas tienen la propiedad de la media.
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Principio del maximo para funciones armdnicas

Sea u € A(§2) arménica en un abierto conexo 2 C C.

i) Si v alcanza un maximo absoluto en €2, entonces u es
constante.

ii) Silimsup,_,u(z) <0 para todo a € d-£2 entonces u(z) <0
para todo z € 2. Ademas, o bien u(z) < 0 para todo z €Q, o
bien v =0.
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Principio del maximo para funciones subarménicas
Sea £ C T un abierto conexo y v : ! — [ una funcién subarménica.
i) Si v alcanza un maximo absoluto en £, entonces v es constante.

i) Silimsup,_.,u(z) < c, para cada a € d.£2, entones o bien v(z) < ¢ para
cada z € () o bien u(z) = ¢ para cada z € QL.
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Proposicién

Sean u,v € A(QQ) funciones arménicas en un abierto conexo 2 C C. Si
U|p(ar) = V|D(ar) Para algin disco D(a.r) CQ, r >0, entonces u=wv.
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Para las funciones arménicas no es valido un principio de identidad similar al de
las funciones holomorfas, i.e., : la funcién u(z) =log|z| es arménica en
2=C" {0} se anula sobre M = {z : |z] =1} pero no es idénticamente nula.

Corolario

Seawvce A(ﬂ) armonica en un abierto conexo 2 C C. Si v alcanza un maximo
relativo en {1, entonces u es constante.
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En el resultade anterior se puede cambiar maximo por minimeo. J
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Corolario

Sea u € A(Q2) arménica y no constante en un abierto conexo 2 C C. Entonces
u es abierta.
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Corolario

Si Q C C es un abierto conexo acotado y u: Q — R es continua y
tiene la propiedad de la media en Q (en particular si u € A(Q))
entonces

sup{u(z):z€ Q} =sup{u(z): z € IQ}.
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Corolario

: : —C,,
S1 2 C C es un abierto conexo acotadoy u.,v:£2 ~ — IR son
continuas y tienen la propiedad de la media en Q (en particular si
u,v e A(Q2)) y u|jq=v|jq entonces u=v.
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Dado un abierto conexo y una funcién continua @ : 9.2 — R, el
problema de Dirichlet para la regién € con la condicién de frontera
( consiste en encontrar, si existe una funcion continua u Q0 —R
tal que:

@ U|q es armonica;

o Uypa=0.

Unicidad de la solucién

El ultimo corolario proporciona la unicidad de la solucion del
problema de Dirichlet.
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Teorema

Si u:D(0,1) — R es una funcién continua tal que u|p(g 1) es arménica, para
cada z € D(0,1) se verifica:

~

FINAL

u(z):%f;“u(e”)meﬁ-z)dt. E’l‘—}[ y

donde K(w,z) = m;_;lfgli, lw| =1y |z| <1 (K niicleo de Poisson).
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Si u:D(0,1) — R es una funcién continua tal que u|pg 1) es armdnica, para

cada z = re’® € D(0,1) se verifica:

. 1 p2n 5
u(re'®) = Ef[: u(e't)Pr(a’— t)dt, con 0 <r <1
donde P.(8) = T re‘29|3 = 1—2!11::;;29+r3 (P nicleo de Poisson)
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El nicleo de Poisson P,(8) tiene las siguientes propiedades:

i) 0<P,(0)=PF,(—8)=P,(0+2r) para todo 8 €. @

i) L[5 Pr(6)d6 =1 [FINAL
...} |
)

i) 0<P,(8)<P,(8)si0<d<|6|<m.

Para 0 < d < m, lim,_.1- P,(8) =0 uniformemente en § < |8| < .
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Proposiciéon

Si @ : T— R es continua sobre la circunferencia T ={z: |z| =1}y
para cada z =€ D(0,1) se define

1 2 ; eft_l_z
f(z)zﬁfﬂ ?(et)efr_zdr

se obtiene una funcién holomorfa f € 2#(D(0,1)). Su parte real
u = Ref que es arménica en D(0,1), viene dada por la integral:

: 2n : :
u(re'®) = % : @(e")P,(a — t)dt, donde z = re'®
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Teorema: solucidn al Problema de Dirichlet

Si @ : T — IR es continua sobre la circunferencia T = {z: |z| =1},
existe una tnica funcién continua uv: D(0,1) — R que cumple

H|-|- = @, U|D[U,1} es armonica [FINAL

que viene dada mediante la formula integral de Poisson:

: 1 g2 : :
u(re') = 7 h ¢(e")P,(ct — t)dt, donde z = re'®
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Si u:D(0,1) — R es continua y u|p(p 1) es armoénica entonces u|pp 1) es la
parte real de la funcién holomeorfa
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Corolario: Férmula de Schwarz

Para una funcién holomorfa g = v+ iv en un abierto 2 2 D(0,1) se verifica:
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Teorema: solucién al Problema de Dirichlet en D(a, R)

Si@:{z€C:|z—a|=FR} — R es continua, existe una tnica funcién continua
u:D(a.R)— R que cumple

u“zemz_;l:ﬁ} =@, u|D{;,R} es armoénica [FINAL\

que viene dada mediante la férmula integral de Poisson:
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Toda funcién continua v :— B con la propiedad de la media es arménica.
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onvergencia de sucesiones de funciones armonicas

Teorema

Si una sucesién de funciones arménicas up € A(2) converge uniformemente
sobre compactos, la funcién limite v : 2 — I también es arménica.
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Lema: Desigualdades de Harnack

Si u:D(a. R)— [0+¢==) es una funcién continua y armdnica en D(a. R), para
cada r € (0.R) y cada a £ [0, 27] se verifica

g;iu{a)i u(a+re'®) < ﬁiiu{a] (3)
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Para una sucesién creciente de funciones arménicas up £ A(ﬂ} en un abierto
conexo {1 C C se cumple una de las dos alternativas siguientes:

i) limpup(z) = u(z) < +oo para todo z € Q2.
i) limpun(z) = e para todo z € (0.

En ambos casos |a convergencia es uniforme sobre compactos. Cuando se
cumple i), la funcién limite u(z) = limpuy(z) es arménica
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